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4.3. Translation Theorems 

라플라스 변환을 구하기 위해 정의 4.1.1의 적분을 매번 수행하는 것은 비효율적이다. 여기서는 

라플라스 변환과 관련된 노동-절감형 정리들에 대해 알아본다. 

 

4.3.1. Translation on the s-axis 

 ( ) ( )£ f t F s= 를 알면 함수 f의 지수함수배에 해당하는 함수의 라플라스 변환, 즉  ( )at£ e f t

는 ( )F s 를 ( )F s a− 와 같이 이동(translating/shifting)시키는 것 이외의 다른 노력을 들이지 않고 

쉽게 구할 수 있다. 이 결과는 첫번째 이동 정리(first translation theorem / first shifting theorem)로  

알려져 있다. 

 

Theorem 4.3.1. First Translation Theorem 

만일  ( ) ( )£ f t F s= 이고 a가 임의의 실수라면,  ( ) ( )at£ e f t F s a= − . 

 

[Proof] 정의 4.1.1에 의해   ( )

0 0
( ) ( ) ( ) ( )

s a tat st at£ e f t e e f t dt e f t dt F s a
  − −−= = = −   ◼ 

 

실변수 s를 고려하면 ( )F s a− 의 그래프는 ( )F s 의 그래프를 s축 상에서 a만큼 이동시킨 것이다 

(그림 4.3.1 참고). 의미상으로 명확하게 하면  ( )at£ e f t =  ( )
s s a

£ f t
→ −

 

 

[Example 1]  

(a)  5 3t£ e t   (b)  2 cos 4t£ e t−
 을 구하여라 

Sol. (a)  5 3t£ e t =  
( )

3

445
5

3! 6

5s s
s s

£ t
s s→ −

→ −

= =
−

 

 (b)  2 cos 4t£ e t− =  
( )

22 2( 2)
2

2
cos 4

4 2 16
s s

s s

s s
£ t

s s
→ − −

→ +

+
= =

+ + +
 ◼ 

 

 Inverse Form of Theorem 4.3.1 

( )F s a− 의 역변환을 구하기 위해서는 우선 ( )F s   인식 후 이의 역변환을 통해 ( )f t 를 구하고, 

지수함수 ate 를 곱하는 과정을 통하면 된다. 

 1 ( )£ F s a− − =  1 ( ) ( )at

s s a
£ F s e f t−

→ −
=   (1) 
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[Example 2] 

(a) 

( )
1

2

2 5

3

s
£

s

−
 + 
 

−  

   (b) 
1

2

/ 2 5 / 3

4 6

s
£

s s

− + 
 

+ + 
 을 구하여라 

Sol. (a) 

( ) ( )
2 2

2 5

33 3

s A B

ss s

+
= +

−− −
 → ( )2 5 3s A s B+ = − +  → 2, 11A   B= =  

( )
1

2

2 5

3

s
£

s

−
 + 

= 
−  

1 1
2

3
£

s

−  
+ 

−  ( )
1

2

1
11

3
£

s

−
  
 

−  

이다. ( )
2

1/ 3s − 은 
2( ) 1/F s s= 이  

s축 양의 방향으로 3만큼 이동한 것으로 볼 수 있다.  1 21/£ s t− = 이므로 

( )
1

2

1

3
£

s

−
  

= 
−  

1 3

2

3

1 t

s s

£ e t
s

−

→ −

 
= 

 
 이다. 따라서 

( )
1 3 3

2

2 5
2 11

3

t ts
£ e e t

s

−
 + 

= + 
−  

  

(b) 
2

/ 2 5 / 3

4 6

s

s s

+

+ +
의 분모는 실수의 영점값이 없어 실수 범위에서 인수분해가 불가능하다. 

이 경우 

( )
22

/ 2 5 / 3 / 2 5 / 3

4 6 2 2

s s

s s s

+ +
=

+ + + +
처럼 표현 가능하며 s2의 s대신 s + 2가 대입된 셈이다. 

따라서 분자도 비슷하게 ( ) ( )
1 5 1 5 2 1 2

2 2
2 3 2 3 2 2 3

s s s+ = + + − = + + 와 같이 표현해 보면, 

1

2

/ 2 5 / 3

4 6

s
£

s s

− + 
= 

+ + 

( )

( )
1

2

21

2 2 2

s
£

s

−
 + 

+ 
+ +   ( )

1

2

2 1

3 2 2
£

s

−
  
 

+ +  

   

2 21 2
cos 2 sin 2

2 3

t te t e t− −= +  ◼ 

 

[Example 3] 

2 3'' 6 ' 9 ,      (0) 2,   '(0) 17ty y y t e y y− + = = =  을 풀어라. 

Sol. 양변에 라플라스 변환을 취하면  

 2 ( ) (0) '(0) 6 ( ) (0) 9 ( )s Y s sy y sY s y Y s− − − − + =  2 3t£ t e  

( )
2

3

3

2
3 ( ) 2 17 12

s s

s Y s s
s → −

− − − + =  → ( )
( )

2

3

2
3 ( ) 2 5

3
s Y s s

s
− = + +

−
 

따라서 

( ) ( )
2 5

2 5 2
( )

3 3

s
Y s

s s

+
= +

− −
이다. 이 식의 첫째 항은 예제 2에서 이미 구하였다. 
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그러므로 ( )y t =
( ) ( )

1 3 3

2 5

2 5 2
2 11

3 3

t ts
£ e e t

s s

−
 + 

+ = + + 
− −   ( )

1

5

2

3
£

s

−
  
 

−  

 

그런데 
( ) ( )

1 1 1 4 3

5 1 5

3

4

2 2 2 4! 1

24 123 3

4!

4!

t

s s

£ £ £ t e
ss s

− − −

+

→ −

        
= = =     

− −        

 이므로 

따라서 
3 3 4 31

( ) 2 11
12

t t ty t e te t e= + +  ◼ 

 

[Example 4] 

'' 4 ' 6 1 ,      (0) 0,   '(0) 0ty y y e y y−+ + = + = =  을 풀어라. 

Sol. 양변에 라플라스 변환을 취하면 

 2 1 1
( ) (0) '(0) 4 ( ) (0) 6 ( )

1
s Y s sy y sY s y Y s

s s
− − + − + = +

+
 

( )
( )

2 2 1
4 6 ( )

1

s
s s Y s

s s

+
+ + =

+
 → 

( )( )2

2 1
( )

1 4 6

s
Y s

s s s s

+
=

+ + +
 

 부분분수로 전개 시 다음과 같은 형태이어야 한다.  

 
( )( ) 22

2 1

1 4 61 4 6

s A B Cs E

s s s ss s s s

+ +
= + +

+ + ++ + +
 

 필요한 상수들을 구하여 정리하면 
2

1/ 6 1/ 3 / 2 5 / 3
( )

1 4 6

s
Y s

s s s s

+
= + +

+ + +
 

 위 식의 우변 마지막 항의 역변환은 예제 2의 (b)와 같다. 따라서 전체의 역변환은 

 
2 21 1 1 2

( ) cos 2 sin 2
6 3 2 3

t t ty t e e t e t− − −= + + +  ◼ 

 

4.3.2. Translation on the t-axis 

 Unit Step Function 

공학에서 “off” 혹은 “on” 함수들을 자주 직면하게 된다. 예를 들어 기계시스템에 가해지는 외력 

혹은 회로에 가해지는 전압 등은 일정 시간 후 꺼질 수 있다. 그러면 어떤 t = a 시간까지는 0 (off)

이며 그 시간 이후부터 1 (on) 인 값을 가지는 특별한 함수를 정의하면 편리하다. 이를 단위 계단

함수 (unit step function) 혹은 헤비사이드 함수 (Heaviside function) 라 한다. 
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Definition 4.3.1. Unit Step Function 

단위 계단함수 (unit step function) ℳ ( )t a− 는 다음과 같이 정의된다.  

ℳ
0, 0

( )
1,

     t a
t a =

           t a

 
− 


 

 

위에서 ℳ (t − a)를 음이 아닌 t 축 상에서만 정의했는데, 이는 우리가 라플라스 변환을 다루기 때문

이다. 이 그래프는 그림 4.3.2와 같다.  

 

t  0에서 정의된 함수 f에 ℳ (t − a)를 곱하면, 단위 계단함수는 그 함수의 일부를 꺼주게(“turn off”) 

된다. 예를 들어 f (t) = 2t – 3 의 0  t < 1 부분을 꺼주고 싶으면 간단히 (2t – 3)ℳ  (t − 1)과 같이 만들 

수 있다 (그림 4.3.3 참조). 

단위 계단함수는 또한 부분적으로 정의된 함수들을 간단하게 표현하는 데 사용될 수 있다. 예를 

들어 그림 4.3.4와 같은 함수는 f(t) = 2 – 3ℳ (t − 2) + ℳ (t − 3) 과 같이 표현된다.  

 

또한 일반적으로 아래와 같은 부분적으로 정의된 함수는 

( ), 0
( )

( ),

g t      t a
f t

h t            t a

 
= 


   (9)  →  ( ) ( ) ( )f t g t g t= − ℳ ( )t a− ( )h t+ ℳ ( )t a−    (10) 

유사하게 

0, 0

( ) ( ),

0,

          t a

f t g t      a t b

                t b

 


=  
 

   (11)  →  ( ) ( )f t g t= ℳ ( )t a− − ℳ ( )t b−    (12) 
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[Example 5]  

20 , 0 5
( )

0, 5

t      t
f t

              t

 
= 


 을 단위 계단함수로 표현하고, 그래프를 그려라. 

Sol. 그래프는 그림 4.3.5와 같다. 위 식 (9), (10)를 참고하면 a = 5, g(t) = 20t, h(t) = 0 이므로, 

 ( ) 20 20f t t t= − ℳ ( 5)t −  ◼ 

 

t  0에서 정의된 일반적인 함수 y = f(t)를 고려해 보자. 부분적으로 정의된 함수 

( )f t a− ℳ ( )t a−
0, 0

( ),

             t a

f t a         t a

 
= 

− 
   (13) 

는 앞으로 전개될 논의에 중요한 역할을 한다. 그림 4.3.6처럼 a > 0에 대해 y = f(t – a)ℳ (t − a)의   

그래프는 t  a 에서의 y = f(t – a)의 그래프 (즉 y = f(t), t  0 의 전체 그래프가 a 만큼 t 축의 양의 

방향으로 이동한 것) 와 일치하지만, 0  t < a 에서는 0이다. 

 

정리 4.3.1에서 f(t)의 지수함수배는 변환 F(s)의 s축 상에서의 이동과 같음을 보았다. 이제 다음  

정리의 결과로 F(s)에 지수함수 e-as, a > 0 가 곱해질 때마다, 이 함수 e-asF(s)의 역변환은 그림 4.3.6

에 나타난 방식대로 함수 f가 t축 상에서 이동된 것임을 보게 된다. 이 결과는 두번째 이동 정리 

(second translation theorem / second shifting theorem) 라고 한다.  

 

Theorem 4.3.2. Second Translation Theorem 

만일 ( )F s =  ( )£ f t 이고 a > 0 이면,  ( )£ f t a− ℳ ( ) ( )ast a e F s−− = . 
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[Proof]  ( )£ f t a− ℳ ( )t a− =
0

( )
a

ste f t a− − ℳ ( )t a dt− + ( )st

a
e f t a


− − ℳ ( )t a dt−   

      ( )st

a
e f t a dt


−= −  

 t a = − 로 놓으면 d dt =  이므로  

 ( )£ f t a− ℳ ( )t a− = ( )

0 0
( ) ( )

s a as s ase f d e e f d e
    

 − + − − −= =   ( )£ f t  ◼ 

 

종종 단위 계단함수 자체만의 라플라스 변환을 구할 필요가 있다. 이는 정의 4.1.1 혹은 정리 

4.3.2로부터 얻을 수 있다. 정리 4.3.2에서 f(t) = 1로 놓으면, f(t − a) = 1, F(s) = £ {1} = 1/s 이므로 

£ {ℳ ( )}
ase

t a
s

−

− =     (14) 

 

[Example 6] 

그래프가 그림 4.3.4와 같은 함수 f의 라플라스 변환을 구하여라. 

Sol. 단위 계단함수로 f를 표현하면 ( ) 2 3f t = − ℳ ( 2)t − + ℳ ( 3)t − 이고, 위 식 (14) 에 의해 

 { ( )} 2£ f t = {1} 3£ − £ {ℳ ( 2)}t − + £ {ℳ ( 3)}t −  

2 32 3 s se e

s s s

− −

= − +  ◼ 

 

 Inverse Form of Theorem 4.3.2 

만일 ( )f t =  1 ( )£ F s−
이면, a > 0 일 때 정리 4.3.2의 역은 

 1 ( ) ( )as£ e F s f t a− − = − ℳ ( )t a−   (15) 

 

[Example 7] 

(a) 
1 21

4

s£ e
s

− − 
 

− 
,   (b) 

1 /2

2 9

ss
£ e

s

− − 
 

+ 
 을 구하여라. 

Sol. (a) a = 2임을 인식하면, F(s) = 1/(s − 4)에 해당하고 이의 역변환은 f(t) = e4t 이므로 이를 t 축

에서 2만큼 이동한 셈이다. 이 때 단위 계단함수가 수반되어 따라옴에 유의하자. 따라서 

 
( )4 21 21

4

ts£ e e
s

−− − 
= 

− 
ℳ ( 2)t −  

 (b) a = /2임을 인식하면, F(s) = s /(s2 + 9)에 해당하고 이의 역변환은 f(t) = cos3t 이므로 
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1 /2

2
cos3

9 2

ss
£ e t

s

 − −   
= −   

+   
ℳ ( )

2
t


− sin3t= − ℳ ( )

2
t


−  ◼ 

 

 Alternative Form of Theorem 4.3.2 

우리는 종종 함수 g와 단위 계단함수 ℳ (t − a)의 곱 형태인 g(t)ℳ (t − a)의 라플라스 변환을 구할 필

요가 있다. 이 때 정리 4.3.2를 이용하려면 보통 대수적 조작을 통해 g(t)를 f(t − a) 형태로 고쳐 주

어야 한다. 예를 들어, t2ℳ (t − 2)의 라플라스 변환을 위해 t2 = (t − 2)2 + 4(t − 2) + 4 임을 이용하면 

2{£ t ℳ ( 2)}t − = 2{( 2)£ t − ℳ ( 2) 4( 2)t t− + − ℳ ( 2) 4t − + ℳ ( 2)}t −
2 2 2

3 2

2 4 4s s se e e

s s s

− − −

= + +  

와 같이 구할 수 있다. 그러나 이러한 조작은 시간이 소요되며 때때로 명확하지가 않은 경우가 

있으므로 정리 4.3.2의 다른 버전을 고안하는 편이 더 간단하다. 정의 4.1.1과 단위 계단함수      

ℳ (t − a)의 정의를 이용하고, u = t − a라고 치환하면 

{ ( )£ g t ℳ ( )}t a− = ( )

0
( ) ( )

s u ast

a
e g t dt e g u a du

  − +− = +   이다. 즉, 

{ ( )£ g t ℳ ( )} ast a e−− = { ( )}£ g t a+    (16) 

식 (16)을 이용해 위 문제를 다시 풀어보면 a = 2이고 g(t) = t2 이므로, 

2{£ t ℳ ( 2)}t − = 2se−
2{( 2) }£ t + = 2se− 2{ 4 4}£ t t+ + = 2se−

3 2

2 4 4

s s s

 
+ + 

 
이므로, 앞서와 동일한 

결과에 도달한다. 

 

[Example 8] 

{cos£ t ℳ ( )}t − 를 구하여라. 

Sol. ( ) cos ,g t t  a = =  이면 ( )( ) cos cosg t t t + = + = −  이다. 식 (16)을 적용하면, 

 {cos£ t ℳ ( )} st e  −− = −
2

{cos }
1

ss
£ t e

s

−= −
+

 ◼ 

 

[Example 9] 

0, 0
' ( ), (0) 5, ( )

3cos ,

      t
y y f t      y    f t

t      t





 
+ = = = 


 를 풀어라. 

Sol. 우변의 f 는 ( ) 3cosf t t= ℳ ( )t − 와 같이 표현 가능하다. 양변을 라플라스 변환하면 

 
2

( ) (0) ( ) 3
1

ss
sY s y Y s e

s

−− + = −
+

 (예제 8 참조) → ( ) 2

3
1 ( ) 5

1

ss
s Y s e

s

−+ = −
+
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( )( )2

5 3
( )

1 1 1

ss
Y s e

s s s

−= −
+ + +

 이며, 두번째 항을 부분분수 전개하여 정리하면 

 
2 2

5 3 1 1
( )

1 2 1 1 1

ss
Y s e

s s s s

− 
= − − + + + + + + 

 이다. 역변환을 취하면 

 ( ) ( )( )3
( ) 5 sin cos

2

t ty t e e t t  − − − = − − + − + −  ℳ ( )t −  

( )3
5 sin cos

2

t te e t t− − − = + + +  ℳ ( )t −  

( )

5 , 0

3 3 3
5 sin cos ,

2 2 2

t

t t

e                                           t

e e t t      t





−

− − −

  


= 
+ + + 



 

 이 함수의 그래프는 그림 4.3.7과 같다. 

 

 

 Beams 
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4.4. Additional Operational Properties 

여기서는 라플라스 변환과 관련된 몇 가지 조작적 성질들에 대해 알아본다. 

 

4.4.1. Derivatives of Transforms 

 Multiplying a Function by t n 

함수 f(t)와 t의 곱의 라플라스 변환은 f(t)의 라플라스 변환을 미분하여 얻을 수 있다. ( )F s =  

{ }( )£ f t 이고 미분과 적분의 순서가 교환 가능하다고 가정하면, 

0 0 0
( ) ( ) ( ) ( )st st std dF s e f t dt e f t dt e tf t dt

ds ds s
∞ ∞ ∞− − −∂  = = = − = − ∂∫ ∫ ∫ { }( ) ;£ tf t  즉, 

{ }( ) d£ tf t
ds

= − { }( )£ f t  

유사하게 { }2 ( )£ t f t = { }( ) d£ t tf t
ds

⋅ = − { }( ) d£ tf t
ds

= − { }
2

2( )d d£ f t
ds ds

 − = 
 

{ }( )£ f t  

이 두 경우를 확장하여 다음 정리를 얻을 수 있다. 

 

Theorem 4.4.1. Derivative of Transforms 

만일 ( )F s = { }( )£ f t 이고 n = 1, 2, 3, …이면, { } ( )( ) 1 ( )
n

nn
n

d£ t f t F s
ds

= − . 

 

[Example 1]  

{ }sin£ t kt 를 구하여라. 

Sol. ( ) sinf t kt= 로 보면 ( )2 2( ) /F s k s k= + 이고, 정리 4.4.1에서 n = 1 인 경우이므로 

 { }sin d£ t kt
ds

= − { }
( )22 2 2 2

2sin d k ks£ kt
ds s k s k
 = − = +  +

  

 

만일 { }2 sin£ t kt 를 구하고 싶으면 위 예제 1의 결과를 s로 미분한 후 음부호를 붙이면 되고, 

{ }3 sin£ t kt 은 이 결과에 대해 같은 방법을 적용하면 된다. { }n at£ t e 와 같은 예의 경우를 보면, 

정리 4.3.1을 이용하는 경우: { }3t£ te = { } ( )22
3 3

1/ 1/ 3
s s s s

£ t s s
→ − → −

= = −  

정리 4.4.1을 이용하는 경우: { }3t d£ te
ds

= − { } ( ) ( )23 1/ 3 1/ 3t d£ e s s
ds

= − − = −    
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[Example 2] 

'' 16 cos 4 , (0) 0, '(0) 1x x t      x   x+ = = =  을 풀어라. 

Sol. 위 초기값 문제는 스프링/질량 시스템의 강제 비감쇠 공진 운동을 표현하는 미방이라  

해석할 수 있다. 질량은 평형점 아래쪽으로 1 m/s (or ft/s)의 속도로 운동하기 시작한다고 

볼 수 있다. 주어진 식의 양변에 라플라스 변환을 취하면 

 ( )2
216 ( ) 1

16
ss X s

s
+ = +

+
  

( )22 2

1( )
16 16

sX s
s s

= +
+ +

 

 예제 1에서 
( )

1
22 2

2ks£
s k

−
   = 

+  
sint kt  이므로, 이를 적용하면 

 
4
1( )x t =

( )
1 1

22 2

4 81
16 168

s£ £
s s

− −
   + =   +  +  

1 1sin 4 sin 4
4 8

t t t+   

 

4.4.2. Transforms of Integrals 

 Convolution 

함수 f와 g가 [0, ∞)에서 부분적으로 연속이면, 함수의 특수한 곱 f ∗ g는 다음 적분으로 정의된다. 

0
( ) ( )

t
f g f g t dτ τ τ∗ = −∫      (2) 

이를 f와 g의 합성적(合成積, convolution)이라 한다. 위 식 (2)의 적분은 τ에 대해 수행하게 되므로

합성적 f ∗ g는 결국 t의 함수이다.  

 

[Example 3] 

(a) sinte t∗  

Sol. ( ) , ( ) sintf t e   g t t= = 라 하면 ( )( ) , ( ) sintf e   g t tτ τ τ= − = −  

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( )

00 0

00 0

0

sin sin( ) sin cos

sin cos sin cos sin

sin cos sin

t ttt

t tt

tt

e t e t d e t e t d

            t e t d t e t e t d

            t e t e t d

τ τ τ

τ τ τ

τ

τ τ τ τ τ

τ τ τ τ τ

τ τ

∗ = − = − − − −

= − + − = − + − − −

= − + − − −

∫ ∫
∫ ∫

∫

 

 따라서 
0

2 sin( ) sin cos
t te t d t e tτ τ τ− = − + −∫   

( )1sin sin cos
2

t te t t t e∗ = − − +     (3)  
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0 0
( ) ( ) ( ) ( )

t t
f g t d f t g dτ τ τ τ τ τ− = −∫ ∫ 가 성립하므로, f ∗ g = g ∗ f 이다. 이는 두 함수의 합성적은 

가환적(commutative, =교환법칙이 성립함)임을 의미한다. 

 

 Convolution Theorem 

함수들의 곱의 적분은 함수의 적분들을 곱한 것과는 같지 않다. 그러나 특수한 곱 (2)의 라플라스 

변환은 각 f와 g의 라플라스 변환들의 곱과 같아진다. 이는 두 함수의 합성적의 라플라스 변환은 

실제 식 (3)과 같은 적분을 수행하지 않고도 알아낼 수 있음을 의미한다. 이와 관련된 정리는   

합성적 정리(convolution theorem)로 알려져 있다. 

 

Theorem 4.4.2. Convolution Theorem 

만일 f(t)와 g(t)가 [0, ∞)에서 부분적으로 연속이고 지수적 차수이면, 

{ }£ f g∗ = { }( )£ f t { }( ) ( ) ( )£ g t F s G s=  

[Proof] ( )F s = { }
0

( ) ( )s£ f t e f dτ τ τ
∞ −= ∫ , ( )G s = { }

0
( ) ( )s£ g t e g dβ β β

∞ −= ∫  라 하자. 

 
( )( ) ( )

( )

0 0 0 0

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

ss s

s

F s G s e f d e g d e f g d d

               f d e g d

τ βτ β

τ β

τ τ β β τ β τ β

τ τ β β

∞ ∞ ∞ ∞ − +− −

∞ ∞ − +

= =

=

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

 τ 를 고정시키고 t = τ + β 로 놓으면 dt = dβ 이므로  

0
( ) ( ) ( ) ( )stF s G s f d e g t dt

τ
τ τ τ

∞ ∞ −= −∫ ∫  

(참고) Kreyszig 교과서의 유도 과정 

( )se G sτ− = £ { }( ) ( )g t u tτ τ− −
0

( ) ( ) ( )st ste g t u t dt e g t dt
τ

τ τ τ
∞ ∞− −= − − = −∫ ∫  

( )0 0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s s stF s G s e f d G s f e G s d f e g t dtdτ τ

τ
τ τ τ τ τ τ τ

∞ ∞ ∞ ∞− − −= = = −∫ ∫ ∫ ∫  

위 식의 우변 적분을 tτ-평면상의 면적분과 같이 해석한다. 먼저 위의 적분은 그림 4.4.1

의 색칠된 면적에 대해 적분하는 것과 같으며, 순서는 ○1  t를 변수로 하여 우선 τ에서  ∞

까지 적분한 후(가로줄 형성), ○2  τ를 0부터 ∞까지 변화시키는(세로로 sweep) 것과 같다. 
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그런데 이 적분의 순서를 ○1 ′ τ를 변수로 하여 우선 0에서 t까지 적분한 후(세로줄 형

성), ○2 ′ t를 0부터 ∞까지 변화시키는(가로로 sweep) 방식으로 바꾸어 주어도 같은 면적에   

대한 면적분을 나타내게 된다. f와 g는 [0, ∞)에서 부분적 연속이고 지수적 차수이므로,  

적분의 순서를 바꾸는 것이 가능하다: 

{ }0 0 0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

t tst stF s G s e f g t d dt e f g t d dtτ τ τ τ τ τ
∞ ∞− −= − = − =∫ ∫ ∫ ∫ { }£ f g∗   

 

[Example 4] 

{ }0
sin( )

t
£ e t dτ τ τ−∫ 를 구하여라. 

Sol. , sintf e  g t= = 라 하면 {} 안의 식은 f g∗ 와 같다. 따라서 

 { }0
sin( )

t
£ e t dτ τ τ− =∫ { }t£ e ⋅ { }

( )( )2 2

1 1 1sin
1 1 1 1

£ t
s s s s

= ⋅ =
− + − +

  

 

 Inverse Form of Theorem 4.4.2 

합성적 정리는 때로 두 라플라스 변환식의 곱 형태의 라플라스 역변환을 구할 때 사용된다. 

{ }1 ( ) ( )£ F s G s f g− = ∗      (4) 

 

[Example 5] 

( )
1

22 2

1£
s k

−
  
 

+  
를 구하여라. 

Sol. 2 2

1( ) ( )F s G s
s k

= =
+

라 하면, 
1( ) ( )f t g t
k

= = 1
2 2

1 sink£ kt
s k k

−   = + 
 

 위 식 (4)에 의하면 
( )

1
2 2 02 2

1 1 sin sin ( )
t

£ f g k k t d
ks k

τ ττ−
   = ∗ = − 

+  
∫  (교과서 오류!) 

 [ ]1sin sin cos( ) cos( )
2

A B A B A B= − − + 의 공식을 이용하면 

 ( )
[ ]

( )

1
2 2 202 2

0

2 3

1 1 1 1cos (2 ) cos sin (2 ) cos
2 2 2

1 1 1 sin cossin sin( ) cos 0
2 2 2 2

t
t

£ k t kt d k t kt
k k ks k

kt kt kt                          kt kt t kt
k k k k

τ τ τ τ−
    = − − = − −    +  

− = − − − − =  

∫
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  32k 을 위 식 양변에 곱하면 식 (5)와 같은 공식이 얻어진다 (부록 III, 테이블 25번째) 

{ }
( )

3

22 2

2sin cos k£ kt kt kt
s k

− =
+

  (5)   

 

 Transform of an Integral 

( ) 1g t = 이고 { }( ) ( ) 1/£ g t G s s= = 일 때, 합성적 정리에 의하면 f의 적분의 라플라스 변환은 

{ }0

( )( )
t F s£ f d

s
τ τ =∫      (7) 

위 식 (7)의 역의 형태는 

0
( )

t
f dτ τ =∫ 1 ( )F s£

s
−  
 
 

     (8) 

식 (8)은 sn 이 분모에 있고 f(t)가 적분이 쉬울 경우, 부분분수 대신 사용할 수 있다. 예를 들어 

( )2( ) sin ( ) 1/ 1f t t     F s s= → = +  인 경우, 식 (8)에 의해 아래의 결과들을 얻을 수 있다. 

( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

1 1
2 0

1 1
2 2 0

1 1

2

2

2 2
2

3 2 0

1/ 1
sin

1/ 1
1 cos

1/ 1
sin

1 1 cos
1

1 sin
1

1 1 1 cos
21

t

t

t

£ £ d t
ss s

£ £ d t t
ss s

£ £ d t t
ss

s

s s

s s

s

τ

τ

τ

τ

τ

τ τ

− −

− −

− −

      = = = −   
+      

      = = = −   
+      

      = = = − +   
+ 

+

  

+

−


−



+

∫

∫

∫

 

 

 Volterra Integral Equations 

합성적 정리와 식 (7)의 결과는 미지의 함수가 적분 안에 들어간 형태로 표현되는 또다른 형태의 

방정식을 푸는데 유용하다. 다음 예제에서 f(t)에 대한 볼테라 적분방정식(Volterra integral equation) 

0
( ) ( ) ( ) ( )

t
f t g t f h t dτ τ τ= + −∫     (9) 

을 풀어본다. 

 

[Example 6] 

2

0
( ) 3 ( )

tt tf t t e f e dττ τ− −= − − ∫ 를 ( )f t 에 대해 풀어라. 
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Sol. 식 (9) 와 비교하면 ( ) th t e ττ −− = 이므로 ( ) th t e= 이다. 양변에 라플라스 변환을 취하면 

 3

2! 1 1( ) 3 ( )
1 1

F s F s
s s s

= ⋅ − − ⋅
+ −

 이다. ( )F s 에 대해 정리하고 부분분수로 전개하면 

 3 4

6 6 1 2( )
1

F s
s s s s

= − + −
+

 이다. 라플라스 역변환을 취하면 2 3( ) 3 1 2 tf t t t e−= − + −   

 

 Series Circuits 

앞 장들에서의 회로 문제에서 커패시터의 전압은 전류가 아닌 전하 q로 표시하였다. 이제 적분을 

이용하여 커패시터의 전압을 전류로 표현할 수 있기 때문에, 저항/인덕터/커패시터 양단의 전압은 

0

1, ( ), ( )
tdiL      Ri t      i d

dt C
τ τ∫  

따라서 그림 4.4.2의 LRC 직렬 회로의 방정식은 다음 미적분방정식 (integrodifferential equation) 

으로 씌여진다. 

0

1( ) ( ) ( )
tdiL Ri t i d E t

dt C
τ τ+ + =∫     (10) 

 

[Example 7] 

단일 LRC 루프의 L = 0.1 H, R = 2 Ω, C = 0.1 F이고 i(0) = 0이며 인가 전압이 E(t) = 120t – 120tℳ(t – 1) 

일 때, 회로에 흐르는 전류 i(t)를 구하여라. 

Sol. 식 (10)에 의해 회로방정식은 
0

0.1 2 10 ( ) 120 120
tdi i i d t t

dt
τ τ+ + = −∫ ℳ ( 1)t −  

 양변에 라플라스 변환을 취하면 2 2

( ) 1 1 10.1 ( ) 2 ( ) 10 120 s sI ssI s I s e e
s s s s

− − + + = − −  
 

 식의 양변에 10s를 곱하고, s + 20s + 100 = (s + 10)2을 사용하여 I(s)에 대해 정리하면 

 2 2 2

1 1 1( ) 1200
( 10) ( 10) ( 10)

s sI s e e
s s s s s

− − 
= − − + + + 

 

 부분분수로 전개하면 

2 2 2

1/100 1/100 1/10 1/100 1/100 1/10 1( ) 1200
10 ( 10) 10 ( 10) ( 10)

s s s sI s e e e e
s s s s s s s

− − − − 
= − − − + + − + + + + + 

 

역변환하여 ( )i t 를 구하면 

( ) 12[1i t = −ℳ ( )10 110( 1)] 12[ ttt e e− −−− − − ℳ 10( 1)] 120 tt te−− − ( )10 11080( 1) tt e− −− − ℳ ( 1)t −  
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 편의를 위해 부분적으로 정의된 함수로 표현하면 전류는 

 
10 10

10 10( 1) 10 10( 1)

12 12 120 , 0 1
( )

12 12 120 1080( 1) , 1

t t

t t t t

e te                                                t
i t

e e te t e         t

− −

− − − − − −

 − − ≤ <
= 

− + − − − ≥
 (11) 

 위 식 (11)을 이용하여 구간을 2개로 나누어 전류의 그래프를 그리면 그림 4.4.3과 같다. 

 

  인가전압이 불연속이나 (인덕터의 특성에 의해) 전류가 연속적인 함수가 됨에 주목하라.  

 

4.4.3. Transform of a Periodic Function 

 Periodic Function 

주기함수 f가 주기 T(>0)를 가지면, f(t + T) = f(t) 이다. 주기함수의 라플라스 변환은 한 주기에 대한 

적분을 통해 얻을 수 있다. 

 

Theorem 4.4.3. Transform of a Periodic Function 

만일 f(t)가 [0, ∞)에서 부분적으로 연속이고, 지수적 차수이며, 주기 T의 주기함수이면, 

{ }
0

1( ) ( )
1

T st
sT£ f t e f t dt

e
−

−=
− ∫  

 

[Proof]  f의 라플라스 변환을 두 개의 적분으로 쓰면 { }
0

( ) ( ) ( )
T st st

T
£ f t e f t dt e f t dt

∞− −= +∫ ∫  

 t u T= + 라 하면, 마지막 적분은 

( )
0 0

( ) ( ) ( )s u Tst sT su sT

T
e f t dt e f u T du e e f u du e

∞ ∞ ∞− +− − − −= + = =∫ ∫ ∫ { }( )£ f t  이다. 그러므로 

{ }
0

( ) ( )
T st sT£ f t e f t dt e− −= +∫ { }( )£ f t 이고, 이를 간단히 하면 위 정리의 식을 얻는다.  
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[Example 7] 

그림 4.4.4의 주기함수의 라플라스 변환을 구하여라. 

 

Sol. 그림의 E(t)는 구형파(square wave)라 하며 주기 T = 2 이다. 0 ≤ t < 2 에서 E(t)는 

1, 0 1
( )

0, 1 2
     t

E t
     t

≤ <
=  ≤ <

 

 이고, 이 구간 밖에서는 f(t + 2) = f(t) 이다. 따라서 정리 4.4.3으로부터 

 { }
2 1 2

2 20 0 1

1 1( ) ( ) 1 0
1 1

st st st
s s£ E t e E t dt e dt e dt

e e
− − −

− −
 = = ⋅ + ⋅  − −∫ ∫ ∫  (교과서 오타) 

( )
1

2 2
0

1 1 1 1 1
1 1 1

s
st

s s s

ee
e s e s s e

−
−

− − −

− = ⋅ − = ⋅ = − − + 
   


